ENTRAINEMENT AUX CALCULS
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Exercice 1 : Outils

Soit  un nombre réel. Simplifier les expressions suivantes :

1. l‘—{—l‘? x#0
x

» [Coup de pouce]|

2. x—x7 x#0
x

» [Coup de pouce]|

1
5 —x—i—l_xil’ z7#1
» [Coup de pouce]|
1
4 4a;t34_ﬁ’ z7#1
» [Coup de pouce]|
5.; 2, r#0 et x#-3

2 +3r

» [Coup de pouce]|

Exercice 2 : Prouver qu’une suite est arithmétique

Dans chacun des cas suivants, prouver que le suite la suite (v,,) définie sur N est arithmétique.

On considére les suites (uy,) et (vy), définies sur N par :

. Uy, — 4
1. ug = 2 et pour tout entier naturel n, up4+1 = .
Up — 3
1
Pour tout entier naturel n, v, = .
Uy — 2
» [Coup de pouce]|
—1
2. ug = 1 et pour tout entier naturel n, uy11 = .
Up + 2
1
Pour tout entier naturel n, v, = .
up + 1

» [Coup de pouce]|

Exercice 3 : Outils

Soit n un nombre entier naturel strictement positif. Simplifier les expressions suivantes :

» [Coup de pouce]|
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» |[Coup de pouce]

4. D(n) = =

vn

» [Coup de pouce|

n2

n + n?

5. E(n) =

» [Coup de pouce]|
n?—-9
n+3

6. F(n) =

» [Coup de pouce]|

7. G(n) = 2

n

» [Coup de pouce]|

Exercice 4 : Calculs de limites

1. On considére la suite (uy,) définie par I'une des expressions suivantes, déterminer sa limite :

54+3n+1
» |[Coup de pouce]
3n3 —5n% +3n
(b) un = nt+3n2+1 "7 nel
» [Coup de pouce|
—2n3 +5n2 -7 .
(c) un = 5n34+3n nel
» [Coup de pouce]|
n—+3 N
(d) Unzﬁ7 n € N*\ {1}
» [Coup de pouce]|
3n+2yn—1
(@ un =" g neN

» |[Coup de pouce]

2. On considére la suite (u,), définie sur N* par :

1
un

1
=14 =+ =+ .
V2 V3

—+

1

7
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(a) Prouver que pour tout entier naturel n strictement positif, le terme w,, est minoré par /n.

» [Coup de pouce]|

(b) En déduire la limite de la suite (uy,).

» [Coup de pouce]|

Exercice 5 : Outil

1. Quantité conjuguée : de l’utilisation de l’identité remarquable (a — b)(a +b) = a®> — b?, ou a et
b sont deux nombres réels.

Compléter les égalités suivantes :

(2) (V7 —2)( ) =3

(b) (3+V5)( )=—4

(¢) (Vn—1)( )=n-1

(d) (Vn+1+/n) )=1

(&) (Vn3—vn)( .. Y=n(n—-1)(n+1)

2. De l'utilisation de l’égalité sur les nombres complezes (a + ib)(a — ib) = a® + b%, ou a et b sont

deux nombres réels.
Déterminer ’écriture algébrique des conjugués des nombres complexes suivants :

a) z=144 b)) 2=3-2i ¢) z=1i

1

d =2i+1 = —2i

) z=2i+1 e =z i f) =z= 51

) 1 h) 1 ) 2—1
AT T Y T

Exercice 6 : Transformations d’écritures
1
1. (a) Prouver que pour tout entier naturel n, ——— =vn+1—+/n

(&) NIES T

» |(Coup de pouce]

(b) En déduire la limite de la suite de terme général u,, = Z
“VE+1+VEk

» |Coup de pouce]

2z —3
1+ 1

2. On pose z = a + ib avec a et b deux réels et Z =

(a) Exprimer les parties réelles et imaginaires de Z, en fonction de a et b.

» |Coup de pouce]

(b) Déterminer la(les) valeur(s) de a et b pour la(es)quelle(s) Z est un nombre imaginaire pur.

» |Coup de pouce]
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3. Soient A et B deux points du plan complexe d’affixes respectives z4 = — % et zp =1+1.
Calculer la distance AB.
» [Coup de pouce]|
1 2
4. On considére la fonction h définie sur ]0; o0 par h(x) = In(1 + ?) i
2(r —1 1
(a) Prouver que : V x € ]0;+o0o[, h'(z) = (3;(1 _2(;; )
» [Coup de pouce|
(b) En déduire les variations de h sur ]0; 4-o0].
» [Coup de pouce|
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CoOUPS DE POUCE

Coup de pouce 1. :

R STe -

Coup de pouce 2.

R Te -

Coup de pouce 3.

B \]/ 7

Coup de pouce 4.

constante.

R ST? -

Coup de pouce 5.

réel.

R STe -

Coup de pouce 6. :

égale & une constante.

B < ];; 7

Coup de pouce 7. :

égale & une constante.

B < ]7/ z

Coup de pouce 8. :

B < ];; 7

Coup de pouce 9. :

simplifier le numérateur.

: simplifier le numérateur.

: trouver un dénominateur commun en travaillant sur les signes.

: trouver un dénominateur commun en multipliant I'un des dénominateurs par une

: trouver un dénominateur commun en constatant que : x? 4 3z = x(x + 3) pour tout x

prouver que la différence de deux termes consécutifs et quelconques de la suite (vy,) est

prouver que la différence de deux termes consécutifs et quelconques de la suite (vy,) est

simplifier par un facteur commun au numérateur et au dénominateur.

simplifier par un facteur commun au numérateur et au dénominateur.
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R STZ -

Coup de pouce 10.

R T? -

Coup de pouce 11.

B \], 7

Coup de pouce 12.

B \]/ 7

Coup de pouce 13.

dénominateur.

B \]/ 7

Coup de pouce 14.

(\/77)2 =n,n=>0

R Te -

Coup de pouce 15.

R Te -

Coup de pouce 16.

B \]/ 7

Coup de pouce 17.

B < ]7/ 7

Coup de pouce 18.

: simplifier par un facteur commun au numérateur et au dénominateur.

: simplifier par un facteur commun au numérateur et au dénominateur.

: factoriser le numérateur pour simplifier par un facteur commun au numérateur et au

: simplifier par un facteur commun au numérateur et au dénominateur, se souvenir que

: factoriser les numérateur et dénominateur par leur terme de plus haut degré.

: factoriser les numérateur et dénominateur par leur terme de plus haut degré.

: factoriser les numérateur et dénominateur par leur terme de plus haut degré.

: factoriser les numérateur et dénominateur par leur terme de plus haut degré, se

souvenir que (y/n)? =n,n > 0.
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Coup de pouce 19. : factoriser les numérateur et dénominateur par leur terme de plus haut degré, se

souvenir que (y/n)%? =n,n >0

B \], 7

Coup de pouce 20.

R STe -

Coup de pouce 21.

B < ]7/ z

Coup de pouce 22.

R Te -

Coup de pouce 23.

B < ];; 7

Coup de pouce 24.

B < ]7/ 7

Coup de pouce 25.

R STe -

Coup de pouce 26.

B < ]7/ z

Coup de pouce 27.

B \]/ 7

Coup de pouce 28.

R Te -

: pour tout n € N*, chaque terme de la somme peut étre minoré par

: utiliser le théoréme de comparaison.

: utiliser la quantité conjuguée.

: prouver que Vn € N, u, =+vn+1

: déterminer ’écriture algébrique de Z.

1 Z €iR < Re(Z) = 0.

:AB = |zp — za

: étudier le signe de i’ sur ]0; 00|

Si-
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CORRECTIONS

Exercice 1 : Outils

2 2
» Vo € R, x+x:i:7:2
x
— 0
>Vx€R*,x :E:—:O
1 3 -1 3 -1-3 —4
» Vo € R\ {1}, — = — = =
v Aty —x4+1 -1 zz—1 x-—1 rz—1 rz—1
x+3 1 x4+ 3 4 r+3-4 z—1 1

v W T r i T o4 o4 4 i1
» Vo € R\ {-3},

1 2 1 2 1 2r+3) 1-2@+3) 1-22-6 —2x-5
224+3x = z(x+3) 2z 2@@+3) 2zx+3)  x@+3)  zx+3)  z(z+3)
Exercice 2 : Prouver qu’une suite est arithmétique
» Vn € N,

1 1 1 1 1 1 1 1
V. 1_U: —_ = — —_ = — — = — — = —

T U =2 wun =2 B -2 w2 s olesd -2 Bl Zwf g, -2
B 1 1 1 Up — 3 1 —u,+3 1
b gy, 2 St gy, — 2 w2 Uy — 2 Uup— 2 up — 2
—up+3-1  —up+2  up,—2 1
N Up, — 2 Coup—2  up,—2
La suite est donc arithmétique de raison —1.

» Vn € N,
1 1 1 1 1 1 1 1
V. — Vyy, = —_ = —_ = = — = 0 = —

nkl T e U1+ 1 up+1 u;i2—|—1 uy, + 1 u;l_2 Z;ié uy + 1 % Uy, + 1
1 I up+2 1 _un—i-2—1_un+1_1
_% up+1 wu,+1 wup,+1 wup,+1 up+1
La suite est donc arithmétique de raison 1.

Exercice 3 : Outils
2
n nxn n

A = — = = — =
> Aln) n nx1 1 "
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n nx1l 1
»B = — = = —
() =5 = 3%xn 3
n nxl1 1
»C = — = = —
(n) nd mnxn? n2
2
X
> D(n) = L = W _Vnxyvn o
N4 vn Vnox 1
> E(n) n? nxn n
n)= = =
n+n?2 nx(l4+n) n+1l
2
n“—-9 (n—-3)(n+3) n-3
) =3 n+3 T
>G(n)_n\/ﬁ:n\/ﬁ:@: Vn _ 1x+4/n _ 1
n? nxn n (Vn)2  Vnxyn /n
Exercice 4 : Calculs de limites
» Vn € N*,
y :n3+3n+1:n3(1+i—§+n—%):njx1+%+$:ﬁxl+%+;§:fxl+n%+n%
" 5n — 1 5n(l— &) 5n - & 5 -+ 5 -+
3 1 1
Or, lm 1+%04 —=1 e lm 1-_—=1
n—+o00 n n 5 1n—>+oo on
I1+25+-5 1
donc par quotient, lim # =-=1.
n—-+oo 1— — 1
: 5n
Or, lim n—:—i—oo donc par produit, lim wu, =400
n—-+o0 n—+00
» Vn € N*,
2 2
un:3n3—5n2+3n73n3( —g%—l—%):ﬁ —g%—i-%:é -2+
T ST TS M
5 1 3 1
Or, lim 1-—-—+—==1 et lim 1+—5+—=1
n—+0c0 3n  n? n—+00 n2  nt
-2+ 1
donc par quotient, lim 33#”12 =-=1.
n—>-1-oo1_|_ﬁ_}_F 1
3
Or, lim — =0 donc par produit, lim wu, =0
n—+oo n n—-+00
» Vn € N*,
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¥ asn2 -7 -1+ By — L) 93 L 5§n3+2i -2 1+ +55
Up = = = = — _—
5n3+3n5 . 5n3(1+ 2%) 53n3 1+ 2% 5 1+ 2
Or, }ngn+ool+—72n+ﬁ:1 et 71L1£>II+001+W:1
1+ S 455 1
donc par quotient, lim # =-=1
n——+o0o 1+ 3 1
Or, lm —=_2 duit, i _ 2
r, lm E =g onc par produit, lim u, = 3
» Vn € N*
n+3 n(l+ 2) n 1+2 i x 1+32
n = = = — =n .
V=1 Va(l-—2) Vo 1- 1- 2=
3 1
Or, lim 1+—=1 e Ilm 1-—=1
n—-+o00 n n—-+00 \/’ﬁ
: . 1+32
donc par quotient, lim 7 1.
n—+oo | — —
v
Or, lim +/n = +oo donc par produit, lim wu, = +oo
n—-+00 n—+o00
» Vn € N*,
2 1 2 1 2 1
_3’1’L—|—2\/ﬁ—1 _3”(14—%—3%) . 3”(14_%_%) _3£X 1"’%—% _éx 1+ﬁ—%
" n?+3 n?(1+ %) n?(1+ %) n? L+ n I+
. 2 1 . 3
()I'7 rILIE)nJrool_‘_ﬁ_%_l et 71111>n+001+ﬁ_1
142 _ 1
donc par quotient, lim VI - 1.
n—+oo 1+ %
1
Or, lim — =0 donc par produit, lim 1w, =0
n—+oo n n—-+4oo
» Soit n € N*, alors Vk € [1,n], !
f Vi
1 1 1
En sommant les n termes de u,, on obtient 1 + — + — 4+ ... + — >n X —.
V2 V3 n n
Ce qui équivaut a u, > \/n.
» lim n=+4o00
n—-+00
orVeN* u,>+/n donc par comparaison, lim u, = +oco
n——+0o0

Exercice 5 : Outil

Compléter les égalités suivantes :

> (V7T -2)(VT+2)=3
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> (34 V5)(V5—3) = —4

> (Vn-1(Vn+1)=n-1

> (Vat I+ va)(Vatl- i) =1

> (Vnd —n)(Vnd +vn) =n® —n=nn?>—-1)=n(n—1)(n+1)

Déterminer ’écriture algébrique des conjugués des nombres complexes suivants :
a) z=14i b)) 2z=3-2i ¢) z=1

> z=1-—1 > z=3+2t » Z=-—1

1
d z=2i+1 e z=-2i f) =5
2
1x(2—1) 2—1 2—1 241
» z=1-2 > z=2 » = = = d’ou Z =
: ' e Terae—) 2z 5 TS
1
9) Z:g
1 — — —
> ZZ.X<?)—7Z—J=—id’oﬁE:i
ix (—1) —i? 1
1
h =
)Zgz’”.) e |
X (—21 — 41 — 41 —1 (3
= = = :7d7\7:7
> T o (2)  —@ip 4 2 “MFT3
) 2—i
1 z =
i+1
2-i)x(1—i) 2-2i—i+i® 2-3i—1 1-3i .,  _ 1+3i
> z= - = = = = d'ou z =
(141i) x (1—1) 12412 1+1 2 2

Exercice 6 : Transformations d’écritures

1x (vVn+1—+/n) Vn+ _\/ﬁ:\/ﬁ_\/ﬁ

1
Vitltyvn (Vatltym(ntl-yn) ntl-n

» Vn €N,

> Vn €N, Un:ka—i-l—\/E:\/rH— —Vo=vn+1
k=0

Or, lim +n+ 1= +o0, par composition donc  lim u, = +o0

n—-+o0o n—-+o0o

7273 _ 2atib) =3 (2a-3)+2ib _ [(2a—3)+2ib|(1—i) _ (2a-3)+2ib—i(2a—3) — 2i°

i+1 41 i+1 N (i +1)(1 —1) N 12 +12
2a — 3+ 2b) + (20 — 2a — 3 2a — 3+ 2b 2b — 2a — 3
_ Qaz34W)+ih=2=3) g gegy = 20Z3EW) gy (2= 2023)
2 2 2
(2a — 3 + 2b)

> ZciRe Re(Z)=0« =020—-34+20=0<2a+20—-3=0

2
Il y a donc une infinité de valeurs de a et b pour lesquelles Z est imaginaire pur...
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V3 i V3 i 1-+3 3

—zp=14+i—-(——-=2)=1— — — = —.
> 2p — 24 +i (2 2) 5 Titg 5 ti
2 2
1-+3 3 1-+3 3 1—-2v3+3+4+9 13 —2v/3
Done AB = fon — 2l = |- +13) - ( 2f> +<2> :\/ e
» h est dérivable sur ]0; 400[, comme somme algébrique de fonctions qui le sont.
) 9
= 2x -2 4x -2 T X 4z -2 4x
B(z) = —2— +2 = + = + = +
(@) 1+ %2 (14 22)2 ;1:3(1—|—x—12) (1+22)2 (3 +2) 214222 z@22+1) =z(1+422)?
Soit
() -2 % N 42 —2(z? + 1)+ 42 222 — 2+ 422 222 — 2 2(x? — 1)
€Tr) = = = = =
x(z?2+1) x (1 + 22)? (1 + x2)?2 x(1+ 22)? x(1+22)2  z(1+ 22)?
2@ —1)(z+1)
[N . / _
DouV z € ]0;+o0], h'(z) = o1+ 1)

» Sur ]0; +o00[, le dénominateur z(1 + x2?)? de k' est strictement positif car produit de facteurs qui le sont.
Le numérateur est un polynéme du second degré factorisé, il est du signe du coefficient de son terme de plus
haut degré (ici 2) « entre ses racines », qui sont 1 et —1.

On en déduit donc que : b/ est positif sur ]0; 1], nul en 1 puis négatif sur |1; +oo].

Donc h est croissante sur ]0; 1[, puis décroissante sur |1; +ool.

0 W

FIGURE 1 — Graphe de la fonction h
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